7. Mechanika tuhého télesa

7.1 Zakladni poznatky

Dosud jsme se pfi studiu pohybovych ucinkt sil na téleso nahrazovali pevné téleso hmotnym
bodem. VétSinou jsme nebrali v ivahu tvar a rozméry télesa, neuvazovali jsme otaCeni télesa.
Budeme fesit problémy, kde nemlZzeme tvar ¢i rozmeéry télesa zanedbat.

7.1.1 Tuhé téleso
Skute¢né téleso nahradime myslenkovym modelem, ktery nazveme tuhé téleso.

Definice tuhého télesa
Tuhé téleso je idedlni téleso, jehoz tvar ani objem se G¢inkem libovolné velkych sil neméni.

Utinek sily na dokonale tuhé téleso se nezméni, posuneme-li jeji
plsobisté do libovolného bodu télesa na vektorové piimce sily.

7.1.2 Fyzikalni zanedbani
ZjednoduSime naSe predstavy a to takto. Sily které na téleso plsobi, maji jen pohybové
ucinky a nezméni tvar ani objem télesa. Realn€ budeme zanedbévat deformacni G€inky sil.

7.2 Pohyb tuhého télesa
Kazdy pohyb tuhého télesa si miizeme prestavit jako pohyb slozeny ze dvou pohybtli: pohyb
posuvny (translace) a pohyb otacivy (rotace).

a) posuvny pohyb — vSechny body télesa opisuji stejné trajektorie a v daném okamziku maji
stejnou rychlost.

Pt. pist ve spalovacim motoru, vagon jedouci po trati

b) otacivy pohyb — v§echny body maji stejnou uhlovou rychlost.

Budeme uvazovat jen piipadé€, kdy osa kolem niZ se téleso
otaci, neméni v dané vztazné soustavé svou polohu.

Pfi otacCeni tuhého télesa kolem nehybné osy opisuji body
télesa kruznice, jejichz stfedy jsou na ose otaCeni (viz
obrazek). Uhlova rychlost @ je viude stejnd (napi.
vy =Ty @ ), Velikosti rychlosti jednotlivych bodd jsou
pfimo imérné polomérim kruznic, po kterych se pohybuji.
Pt. kotou¢ brusky, vrtule ventilatoru, dvefe u mistnosti.

c) slozeny pohyb — tuhé téleso kond otacivy 1 rotacni pohyb
zaroven.

Pt. valici se kolo, hod diskem, pohyb planet.

7.3 Moment sily
Uvazujeme téleso nehybné kolem své osy. Chceme-li takové téleso roztocit, musime na né
pusobit silou. Uvazujeme piipad, kdy sila je kolma na osu otaceni.



7.3.1 Otadivy ucinek sily

Vse si vysvétlime na pripadu otevirajicich dvefi (viz. obrazek).
Otacivy ucinek sily zavisi na velikosti sily, na jejim sméru a na
| poloze jejiho pusobisté. Sily Fy, F,, F; maji stejnou velikost a
jsou kolmé k ose otdCeni dvefi. Rozebereme si tucinek
E jednotlivych sil:
______::-*"'" |+ F, — sila lezici v rovin¢ dvefti (dvefe se nepohnou)
SHdlF  Fa-otacivg tsinek sily je vetsi

| F; —.otééwy ﬁélpek je I.l’lel’léli . .

Fyzikalni veli¢ina vyjadfujici otacivy ucinek sily se nazyva
moment sily vzhledem k ose otaceni.

7.3.2 Velikost momentu sily
Moment sily je otacivy ucinek sily vzhledem k ose otd¢eni.Moment
sily ozna¢ime jJ7 a je to vektorova fyzikalni veli¢ina. Velikost
momentu sily je rovna soucinu velikosti sily F a kolmé vzdalenosti d
vektorové piimky sily od osy otaceni: , d — je rameno sily.
F Jednotka momentu sily: [M] =N -m

___.-‘
-

7.3.3.Smér momentu sily a momentova véta
Zkusime ur¢it smér momentu sily. Redlné¢ mohou nastat dvé varianty: sila nemd otacivy
ucinek, sila ma otacivy ucinek
a) sila nema otacivy ucinek
Je-1i rameno sily nulové, tj. protina-li vektorova piimka sily osu otaceni.

F . ,
Moment sily je nulovy.
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b) sila ma otacivy ucinek

Smér momentu sily ur¢ime pole pravidla pravé ruky:
Polozime-li pravou ruku na téleso tak, aby prsty ukazovaly
smér otaceni télesa, pak vztyCeny palec ukazuje smér momentu
sily.

Na téleso otacivé kolem nehybné osy miize pisobit vice sil. Jejich
celkovy otacivy ucinek je urcen vyslednym momentem sil.
Vysledny moment sil A7 je vektorovy soufet momentd
jednotlivych sil vzhledem k dané ose: M = M, + M, + M, + ..+ M,

Jednotlivé momenty sil leZi v ose otdCeni a mohou mit riizny smér.

Ve zvlaStnim ptipadé se otacivé ucinky sil navzdjem rusi. Plati momentova véta:
Otacivé ucinky sil pasobicich na tuhé téleso otacivé kolem nehybné osy se vzajemné rusi,
je-li vektorovy soucet momenta vSech sil vzhledem k ose otac¢eni nulovy.
M=M+M,+ M+ ...+ M, =0




Ovérime momentovu vétu na prikladu.

Uréime jednotlivé momenty sil: M1 = Fy " dy - sméfuje dopiedu,
M; = F; - d; - smé&fuje dozadu (ale ma opacny smér).

Otacivy ucinek se rusi, je-li sou¢et momentd nulovy:
M=M,+M,=0

M, = -M,

Fy'dy=-(-Fz'd;) - minus u sou¢inu F, d, je kvili
opa¢nému sméru otaceni

Fy-dy= Fp-d;

7.4 Skladani sil

Skladat sily piisobici na tuhé téleso znamend nahradit tyto sily jedinou silou, ktera ma
na téleso stejné G¢inky jako skladané sily. Tato sila se nazyva vyslednice sil. Vyslednice F je
urcena svou velikosti, smérem a mistem pusobiste.

Velikost a smér vyslednice jsou déany vektorovym souctem jednotlivych sil:
F=F+F+..+F.

Mame dva zakladni druhy sil: sily riznobézné a sily rovnobézné

a) sily riznobézné

Na téleso plisobi dvé riznobézné sily 1‘51 a ]32 v riznych
bodech A a B. Obé¢ sily pifeneseme po vektorovych piimkach
do jejich priseciku (bod C). V bodé¢ C je slozime pomoci
vektorového rovnobézniku. Plsobisté vyslednice F obvykle
pfenaSime do bodu D leZici na spojnici bodu A a B. Toto je
obecny postup, ktery mizeme kdykoliv pouzit.

Vyslednice sil ma stejné otacivé ucinky jako skladané sily.
Pro vypodet plati tento vztah: F1*dy = Fz-d;

b) sily rovnobézné

1) sily jsou souhlasné orientované

Na téleso pusobi dvé rovnobézné sily F a F,
stejného sméru. Velikost obou sil je:

F = F, + F,. Ur¢ime pilsobist¢ O a jeho polohu
najdeme pomoci momenti sil. Soucet momentd obou
skladanych sil vzhledem k téZe ose je nulovy. Otacivy

Gcinek sil se vzajemné rusi, momenty M, a M, maji
stejnou velikost, ale opacny smér. Vysledna sila lezi
blize vétsi sily.

Ur¢eni pusobisté O graficky:




Sestrojime pomocny vektor F] (velky jako 17“l ) v pusobisti B a ma stejnou orientaci. Druhy
pomocny vektor 1’7“2 (velky jako 132 ) vpusobisti A a ma opacnou orientaci nez puvodni
vektor. Spojime pfimkou vrcholy pomocnych vektorii. V misté, kde nadm piimka protne
spojnici bodil A a B mame hledané piisobisté O. . Smér vysledné sily v plisobisti ur¢ime podle
toho, kam sméftuji obé sily.

Uréeni pisobisté O vypoctem:

celkovou vzdalenost oznac¢ime d

usek AO oznacime x

usek OB oznacime (d-x)

urceni ry;

M, = M;

FOx= Fy(d- x)

F Ux= F,0d- F;x

x(F1+F2): Fyd
 Ed
YRR

Podobnym zpiisobem si miZzeme vyjadfit ro.

2) sily nesouhlasné orientované

Ur¢eni pisobisté O graficky:
Sestrojime pomocny vektor 1‘51 (velky jako F1 )

() - | vpisobisti B a ma opacnou orientaci. Druhy pomocny
vektor 132 (velky jako 132) v plisobiSti A a ma stejnou
orientaci s ptivodnim vektorem. Spojime ptimkou vrcholy

pomocnych vektort. V misté, kde nadm piimka protne
spojnici bodi A a B mame hledané plsobist¢ O. Smér

vysledné sily v piisobisti uré¢ime podle toho, ktera sila 1:“1

y- & F, byla vétsi. Vysledna sila lei blize vétsi sily.

Uréeni pisobisté O vypoctem:
usek AB oznaCime d
usek BO oznacime x
Fy-(d+x)=Fzx

Fid + Fyx = Fax
(Fy - Fo)x = -F.d




7.5 Skladani vice sil

Obecny postup feSeni:

2) Libovolné vybereme dvé sily a ur¢ime ptisobiste téchto sil.

3) K vyslednici téchto sil piipocteme silu treti.

Doporuceni: Nejvhodnéjsi je secist nejprve souhlasné orientované sily a vyslednici pak secist
se silou zbyvajici.

Poznamka: Najdete zde pouze zadani dvou prikladt. ReSeni si provedeme na hodin€.

Vse si vysvétlime na realnych ptikladech.
Priklad 1

6N
3N
20 cm ? 30 cm

I

Priklad 2 6N

4N

? 50 cm




7.6 Dvojice sil
Zvlastnim ptipadem rovnobéznych sil, které ptisobi na dokonale tuhé téleso

S . v cv Loy v 7 v : r - T
/ .~  jsou dvé& stejné velké sily opa¢ného sméru (viz. obrazek, dvé sily F,F").

/ Nazyvame je dvojice sil. Tyto sily nemlzeme nahradit jedinou silou.

;P Natéleso maji otacivy UCinek. Otacivy ucinek dvojce sil vyjadiime

momentem dvojice sil a ozna¢ime ho D, D=Fd (d je rameno dvojice sil,
vzdalenost vektorovych piimek, viz. obrazek).

Zajima nas podle ¢eho se téleso otaci:

1) Nema-li téleso nehybnou osu otaceni, otaci se plsobenim dvojic sil kolem osy, kterd
prochézi tézistém télesa kolmo k roviné dvojice.

2) Ze zkuSenosti vime, ze téleso, které ma nehybnou osu otdceni, se plisobenim dvojice sil

otaci kolem této osy.

Odvozeni momentu dvojice sil
1)
1

t o
.y

Jestlize pruseCik osy otaceni srovinou dvojice sil je mezi vektorovymi piimkami, jsou
momenty obou sil vzhledem k ose souhlasné orientované. Velikost vysledného momentu
dvojice sil je: D= M+ M' = F(d - x')+ Fx'= Fd

2) 1

? d X C
ve

Momenty sil jsou nesouhlasné orientované. Velikost vysledného momentu dvojice sil je:
D=M-M'=F(x+d)- Fx= Fd

Zavér: Moment dvojice sil je vzdy uréen vztahem D=Fd a nezavisi na poloze bodu O.

Realny priklad: Volant
1) Pisobime na volant obéma rukama.
V tomto ptipadé je velikost momentu dvojice sil D= Fd.

2) Pisobime na volant jednou rukou.

Ridi¢ mize vSak uvést volant do otagivého pohybu jen jednou rukou.
Ptitom plisobi ruka spolu s volantem na pevny ¢ep. Reakci na tuto silu je
sila, kterou plisobi Cep na volant. Na volant plisobi dvojice sil, jejiz

d
moment ma velikost D = F 7 Aby byl otacivy ucinek sily stejné veliky

jako v prvnim piipad¢ musime pilisobit dvojnasobnou silou.



7.7 Tézisté tuhého télesa

Tuhé téleso si predstavujeme slozené z velkého poctu hmotnych bodu,
jejichz vzajemné polohy se neméni. V homogennim tithovém poli plisobi
na jednotlivé body télesa tihové sily, které jsou navzajem rovnobézné.
jejich slozenim dostaneme vyslednou tihovou silu F; plsobici na téleso.

Tihové sila ma plisobisté v bod¢ T, ktery nazyvame tézisté télesa.

7.7.1 Urceni tézisté télesa grafickou metodou

Postup pro urceni tézisté realného télesa:

1) Nepravidelné téleso zavéSujeme v riznych bodech
na obvodu desky.

2) Pti kazdém zavéSeni se téleso ustali tak, ze té€zisté je pod

A%

Vv

6-22 TEFiRIE je prisecihem 1&inic
Kde se presné tézisté nachazi:

U stejnorodych téles — ve stfedu soumérnosti.

Krychle, koule, kvadru ¢i vélce je v jejich geometrickém stredu.

Duta télesa (duta koule, duty valec, duta krychle) lezi t&€zist¢ mimo latku télesa.

Vv

WV

7.7.2 Uréeni tézisté télesa vypoctem
Pripominka: V materidlech budete mit pouze nakresy. Vypocty provedeme spolecné a to
z toho divodu, ze si vypocCty napsané rukou lépe zapamatujete.

Urcdeni téziSté hridele




Urdeni tézisté vyriznuté desky

Urceni tézisté prilepené desky




7.8 RozloZeni sily na slozky
Rozlozeni sily na slozky si vysvétlime na dvou ptikladech.

a) RozloZeni sily na , kladé*

1=4m, m=40kg

05w I

a) RozloZeni sily na ,,kladé“ se zdvazim

2%

1=4m, m=20kg

m

s ‘ A

QmIZIOkg



7.9 Rovnovazna poloha télesa

7.9.1 Podminky rovnovahy
1) Téleso se nepohybuje, coz znamend, Ze vyslednice F vSech sil, které na né& pulisobi je

nulov4, coz vyjadiime rovnici: F= F + F + F o + Fn =
2) Téleso se neotaci, Vysledny moment s1l pusobicich na téleso je nulovy. Vyjadiime to
rovnici: M = M+M+M+ ...... +Mn=

7.9.2 PoruSeni rovnovahy

Vychylime-li téleso zrovnovdzné polohy, zméni se rozlozeni sil plsobicich na téleso.
Podminky rovnovahy nemusi platit. Realné¢ mohou nastat tii ptipady

1) Stala (stabilni) rovnovazna poloha

To ma téleso, které se po vychyleni vrati zpét do rovnovazné polohy. Stilou rovnovéaznou
polohu ma napf. kulicka v nejnizs§im bod¢ kulové misky, kulicka v doliku.

fyzikalni vysvétleni obrazkii:

kuli¢ka: Pii vychyleni kuli¢ky zrovnovazné
polohy ptsobi na kulicku slozka tihové sily,
sméfujici do rovnovazné polohy.

pravitko: Na tcleso otacivé kolem osy pisobi
moment tihové sily, ktery je otdci zpét do
rovnovazné polohy.

6-24 Suild (stabilni)
rovneviind poloha

2) Vratka (labilni) rovnovazna poloha
To ma téleso, u které se po vychyleni z rovnovazné polohy vychylka zvétSuje a téleso se samo
to rovnovazné polohy nevrati. Napft. kulicka v nejvyS$im bod¢ obracené kulové misky nebo
kulic¢ka na vrcholu.

625 Vrarki (labilnf) b fyzikalni vysvétleni obrazku:

ovnoviEina poloha

' |~ kulicka: Pfi vychyleni télesa z vratké rovnovazné

0 "'/,./ > polohy zpisobi tihova sila zvétSovani vychylky. U

/F: 7~ kulitky na misce sméfuje slozka tihové sily od

S0 1 rovnovazné vychylky.

ks pravitko: Ve vratké rovnovazné poloze je t&zisté
télesa v nejvetsi vysce a jeho tihova potenciadlni

energie je nejvetsi, a proto se samo nemtize vratit do plivodni pozice.

3) Volna (indiferentni) rovnovazna poloha

To ma téleso, které po vychyleni z rovnovazné polohy zlstdva v nové poloze, vychylka se
nezvétSuje ani nezmensuje, protoze je stale v rovnovazné poloze.

fyzikalni vysvétleni obrazkii:

kulicka: Tézist¢ kulicky se neméni.

Vv

s pravitko: Tézisté je v bodé otadeni pravitka.

6-26 Volnd (indiferentni)
rovnovizng poloha

o gl %
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7.9.3 Stabilita télesa

T¢leso je ve stalé rovnovazné poloze, jestlize svisla téznice prochazi podstavou télesa.
Takovéto téleso oznac¢ime jako stabilni.

Stabilitu télesa prozkouméame na nésledujicim ptikladé.
Uvazujme stejnorody kvadr, ktery stoji na vodorovné
S podloZzce. Kvadr je vrovnovdzné poloze, svisld téZnice
: prochdzi podstavou kvadru. Otac¢ime-li kvadr kolem jedné
hrany podstavy, pozorujeme pii malych vychylkach, ze se
kvadr vraci zpét do pivodni polohy. Je ve stalé
rovnovazné (stabilni) poloze.

WOV W

higy 1 & podstavy a svisla t€Znice prochazi touto hranou, je kvadr
ve vratké rovnovazné poloze. Pfi malém zvétSeni
vychylky se kvadr prevrati na jinou podstavu.

Urceni stability télesa
Stabilitu télesa urCuje prace, kterou musime vykonat, abychom téleso pfemistili ze stalé
rovnovazné polohy do polohy vratké.

2%

Wov oW

Vv

je vzdalenost od podstavné hrany.

7.10 Kineticka energie tuhého télesa
Jak jiz vime, tuhé té€leso mize konat tyto pohyby: posuvny, otacivy, ptipadné oba soucasné.

7.10.1 Kineticka energie posuvného pohybu tuhého télesa
Pii posuvném pohybu opisuji vSechny body télesa stejné trajektorie a v kazdém okamziku
maji stejnou rychlost. Kinetickd energie télesa je rovna souctu kinetickych energii

1 1
jednotlivych bodi: £, = Emlv t Emzv ot Emnv

2 2
Y , s v
vytekneme-li 5 dostaneme nasledujici tvar: £, = 7(’”1 tmyt.tm).

Protoze m= m;+ m,+ ...+ m, je celkovd hmotnost télesa, je kinetickd energie télesa pfi

1

posuvném pohybu déna vztahem: | E, = Emvz

7.10.2 Kineticka energie otacivého pohybu tuhého télesa

s Pfi otac¢ivém pohybu télesa kolem nehybné osy opisuji body télesa

kruznice, jejichz stiedy leZi na ose otaéeni. Uhlova rychlost @ je pro
vSechny body stejnd. Rychlosti jednotlivych bodd jsou: v, = r, v ,
v, = r,0w aobecné: v = r .

Kinetickou energii vypocteme opét jakou soucet kinetickych energii
jednotlivych bodi:

11



1 1 1 1
E =—myvi+—myv:+ ... t=mviz —mrtott —mrto o t=mriw?=
k 2 1 2 2 2 n 2 171 272 n'n
1 b
=~ mrtt mrtt ... +mr2)
2 171 272 n

, 1
Vysledny vztah je: £, = Ew 2(m1r12 oy bt mr].
Ukazuje se, Ze kineticka energie pfi otdCeni zdvisi na thlové rychlosti a rozlozeni latky
v télese.
Rozlozeni latky v télese vzhledem k ose, je moment setrvacnosti J tuhého télesa vzhledem

% ’ . ’ - 2 2 2
k ose otaceni a je definovan vztahem: J = \m "+ myr, + ...+ m,r, )

Pomoci momentu setrva¢nosti vyjadiime energii otacejiciho se télesa:| £, = Jo .

7.11 Tteni

Jestlize je téleso v pfimém styku s jinym télesem a pohybuje se tak, Zze se posouva neboli
smyka ¢i otaci po povrchu tohoto télesa, vznikd na stycné ploSe obou téles tieci sila, ktera
smétuje vzdy proti sméru rychlosti télesa.

7.11.1 Smykové tieni

Je fyzikalni jev, jehoz plvod je piedevSim v nerovnostech stykovych ploch téles. Pii
posouvani jednoho télesa po povrchu druhého télesa nerovnosti obou ploch na sebe narazeji,
deformuji se a obrusuji.

Vznika tak tieci sila Ft , j€jiz pusobisté je na stykové plose obou téles. Nikdy nemtize byt tato
sila nulova, 1 kdyz jsou tfeci plochy hladké.

Vlastnosti tieci sily:

Velikost treci sily nezavisi na obsahu stykovych ploch, nezavisi na rychlosti télesa (pii
malych rychlostech). Bude-li rychlost télesa velka tfeci sila se zmensuje.

Velikost tieci sily:

v Kvéadr piisobi na podlozku tlakovou silou 13,1 , kolmou k podlozce

a rovna se tithové¢ sile ptisobici na kvadr a pro tteci silu plati vztah:

£, = fUF,

FI
I-—\.A*-

f — soucinitel smykové tfeni a jeho rozmér je 1. Zavisi na tom
z ¢eho jsou jednotlivé plochy vyrobeny, pfipadné jak je jejich
povrch opracovan.

Treni v praxi:

V mnoha ptipadech je velmi uzitecné. Tteci sily umoznuji naSi chlizi a jizdu motorovych
vozidel. Proto se pfi ndledi chodniky i vozovky sypou. Umoziuje pienos pohybu pomoci
femenic nebo tfeci spojky, spojovani téles hiebiky, nyty, Srouby.

Casto viak téeni §kodi. Napiiklad: v loZiscich kol motorovych vozidel a strojii, vrtani, fezani.
Reseni: Tieci sily se pak zmen$uji mazanim stykovych ploch a jejich vyhlazovanim.
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7.11.2 Valivé treni

prafezu vali po pevné podlozce. Plsobenim tlakové sily se
téleso 1 podlozka deformuje. Deformace vyvolava odporovou

v Valivé tfeni vznika vzdy, kdyz se pevné téleso kruhového
E. silu
- = C . F
F apro jeji velikost plati: 2
Fy

kde ¢ (¢&ti ksi) - je rameno valivého odporu a jeho jednotkou je
metr. jeho hodnota zavisi na materidlech, z nichz je zhotoveno téleso a podlozka, a také na

upravé jejich povrchi.
R — polomér valiciho se télesa.

7.11.3 Porovnani obou treni

Valivé tfeni je mnohem mensi nez tfeni smykové. V praxi, proto pievadime tfeni smykové na
tieni valivé. Pii premistovani tézkych biemen pokladame mezi biemeno a podlahu valecky.
Pro ulozeni hiidelli ve strojich nebo kol motorovych vozidel pouzivame kuli¢kova nebo

valeckova loZiska.




